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Primjena nejednakosti sredina na rješavanje
jednadžbi i sustava jednadžbi
Ilija Ilišević∗
Sažetak. Razmatraju se primjene nejednakosti sredina na rješavanje
jednadžbi i nejednadžbi, koje su ilustrirane na nizu zanimljivih zadataka
prilagođenih učenicima srednjih škola.
Ključne riječi: nejednakosti sredina, jednadžbe, sustavi jednadžbi
Application of means inequalities on solving equations and system of
equations
Abstract. Applications of means inequalities on solving equations
and system of equations are considered. These applications are illus-
trated on a number of interesting tasks adapted for high school students.
Key words: means inequalities, equations, system of equations
Neka je a = (a1, a2, . . . , an) dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada su harmo-












a1 · a2 · · · an,
An(a) =









Hn(a) ≤ Gn(a) ≤ An(a) ≤ Kn(a).
Pri tome jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.
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Nejednakosti Gn(a) ≥ Hn(a), An(a) ≥ Hn(a), An(a) ≥ Gn(a), Kn(a) ≥ An(a)
nazivamo redom: geometrijsko-harmonijska, aritmetičko-harmonijska, aritmetičko-
geometrijska, kvadratno-aritmetička; kraće: GH-nejednakost, AH-nejednakost, AG-
nejednakost, KA-nejednakost. Dokaz navedenih nejednakosti može se vidjeti u [7].
Riješimo sada nekoliko jednadžbi i sustava jednadžbi rabeći nejednakosti sredina.
Zadatak 1. Riješite jednadžbu 2x5 + 4x4 + 2564 = 3 · 16x3 .
Rješenje. Očito x = 0 nije rješenje dane jednadžbe. Ako je x < 0, desna strana
jednadžbe je manja od 3, a lijeva je veća od 2564, pa za x < 0 nema rješenja.









+ 232 ≥ 3 · 3
√
2x5 · 22x4 · 232
= 3 · 2
x5+2x4+32
3 ≥ 3 · 2
3√
x5·2x4·32 = 3 · 24x
3
= 3 · 16x
3
.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je x5 = 2x4 = 32, tj. ako i samo ako je x = 2.
Zadatak 2. Riješite jednadžbu 2 sin2 x−4y2 = 5
x + 5−x.
Rješenje. Prema AG-nejednakosti je
5x + 5−x ≥ 2
√
5x · 5−x = 2.
Za lijevu stranu jednadžbe vrijedi
0 ≤ 2 sin2 x− 4y2 ≤ 2.
Kako jednakost vrijedi ako i samo ako je 5x = 5−x i sin2 x−4y2 = 1, to je x = 0 i
sin2 (−2y) = 1, tj. x = 0 i sin 2y = ±1. Iz sin 2y = ±1 slijedi 2y = π2 + kπ, pa je
y = π4 +
kπ




2 ) : k ∈ Z}.
Zadatak 3. Riješite jednadžbu
log2
(
cos2 (xy) + 1cos2 (xy)
)
= 2
y2 − 4y + 6 .
Rješenje. Prema AG-nejednakosti je




cos2 (xy) + 1cos2 (xy)
)
≥ 1.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je cos2 (xy) = 1cos2 (xy) , tj. ako i samo ako je
cos (xy) = ±1. Kako je
y2 − 4y + 6 = (y − 2)2 + 2 ≥ 2,
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to je
2
y2 − 4y + 6 ≤ 1.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je y = 2. Tada je cos (2x) = cos (xy) = ±1, pa je
2x = kπ, k ∈ Z, tj. x = kπ2 , k ∈ Z. Dakle, (x, y) ∈ {(
kπ
2 , 2) : k ∈ Z}.
Zadatak 4. Riješite jednadžbu
−x2 + 6x− 7 =
∣∣∣ tg xy6 ∣∣∣+ ∣∣∣ ctg xy6 ∣∣∣.
Rješenje. Prema AG-nejednakosti je∣∣∣ tg xy6 ∣∣∣+ ∣∣∣ ctg xy6 ∣∣∣ ≥ 2
√∣∣∣ tg xy6 ∣∣∣ · ∣∣∣ ctg xy6 ∣∣∣ = 2.
S druge strane je
−x2 + 6x− 7 = −(x2 − 6x+ 7) = −
(
(x− 3)2 − 2
)
= −(x− 3)2 + 2 ≤ 2.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je∣∣∣ tg xy6 ∣∣∣ = ∣∣∣ ctg xy6 ∣∣∣ i − (x− 3)2 + 2 = 2.
Iz −(x − 3)2 + 2 = 2 slijedi x = 3. Tada |tg xy6 | = |ctg
xy
6 | postaje |tg
y
2 | = |ctg
y
2 |,
pa je tg2 y2 = 1 odnosno tg
y
2 = ±1. Odatle slijedi y =
π
2 + kπ, k ∈ Z. Dakle,
(x, y) ∈ {(3, π2 + kπ) : k ∈ Z}.
Zadatak 5. Odredite realne brojeve x, y, z takve da vrijedi
logx xy2 + logy yx2 = 2(4 cos2 z − 1).
Rješenje. Jasno je da mora biti x, y > 0 i x, y 6= 1. Transformirajmo lijevu stranu
jednadžbe:
logx xy2 + logy yx2 = 1 + 2 logx y + 1 + 2 logy x











logx2y + 1 ≥ 2|logx y|.
Ako je logx y > 0, tada je
logx xy2 + logy yx2 ≥ 2 + 2 · 2 = 6,
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pri čemu jednakost vrijedi ako i samo ako je logx y = 1 odnosno x = y. S druge
strane je cos2 z ≤ 1, pa je 2(4 cos2 z − 1) ≤ 6. Jednakost vrijedi ako i samo ako je
cos2 z = 1 odnosno z = kπ, k ∈ Z.
Ako je logx y < 0, tada je
logx xy2 + logy yx2 ≤ 2 + 2 · (−2) = −2,
pri čemu jednakost vrijedi ako i samo ako je logx y = −1 odnosno y = 1x . S druge
strane je cos2 z ≥ 0, pa je 2(4 cos2 z − 1) ≥ −2. Jednakost vrijedi ako i samo ako je
cos z = 0 odnosno z = π2 + kπ, k ∈ Z.
Dakle, (x, y, z) ∈ {(t, t, kπ), (t, 1t ,
π
2 + kπ) : t ∈ R, t > 0, t 6= 1, k ∈ Z}.
Zadatak 6. Odredite pozitivne realne brojeve x, y tako da vrijedi
log (1 + x4)− 2(log x+ log y) = 2 + 2 log 2− log (10000 + y4).
Rješenje. Najprije uočimo da mora biti x > 0 i y > 0. Dana jednadžba ekvivalentna
je redom sa
log (1 + x4) + log (10000 + y4) = log x2 + log y2 + log 102 + log 22,
log
(
(1 + x4)(10000 + y4)
)
= log (400x2y2),
(1 + x4)(10000 + y4) = 400x2y2.
Kako je, prema AG-nejednakosti,
1 + x4 ≥ 2x2, 10000 + y4 ≥ 200y2,
to je
(1 + x4)(10000 + y4) ≥ 400x2y2.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je x4 = 1 i y4 = 10000, tj. x = 1 i y = 100.
Zadatak 7. Riješite jednadžbu√
x2 + x− 1 +
√
x− x2 + 1 = x2 − x+ 2.
Rješenje. Mora biti x2 + x− 1 ≥ 0 i x− x2 + 1 ≥ 0. Uočimo da je i x2 − x+ 2 ≥ 0.
Prema AG-nejednakosti je√
x2 + x− 1 ≤ (x




x− x2 + 1 ≤ (x− x
2 + 1) + 1
2 =
x− x2 + 2
2 .
Stoga je
x2 − x+ 2 =
√
x2 + x− 1 +
√
x− x2 + 1 ≤ x
2 + x
2 +
x− x2 + 2
2 = x+ 1.
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Iz x2 − x + 2 ≤ x + 1 dobivamo (x − 1)2 ≤ 0, pa je x = 1. Uvrštavanje u zadanu
jednadžbu pokazuje da je x = 1 zaista rješenje te jednadžbe.













Rješenje. Neka je s = a+b+c2 poluopseg trokuta i
x = s− a, y = s− b, z = s− c,
tj.
x = b+ c− a2 , y =
a+ c− b
2 , z =
a+ b− c
2 .
















































y + z +
√
x+ z.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z, odnosno ako i samo ako je a = b = c,
tj. za jednakostranični trokut.
Zadatak 9. Odredite pozitivne realne brojeve x, y, z tako da vrijedi
x+ y + z = 1,
(1 + x)(1 + y)(1 + z) = 8(1− x)(1− y)(1− z).
Rješenje. Prema AG-nejednakosti je
1 +x = (x+ y+ z) +x = (x+ y) + (x+ z) ≥ 2
√




1 + y ≥ 2
√




(1 + x)(1 + y)(1 + z) ≥ 8(1− x)(1− y)(1− z).
Jednakost vrijedi ako i samo ako je x + y = x + z = y + z, tj. x = y = z. Tada iz
x+ y + z = 1 slijedi x = y = z = 13 .
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Zadatak 10. U skupu pozitivnih realnih brojeva riješite sustav jednadžbi





+ · · ·+ 1
xn
= 3.





































≥ 2 + 2 + · · ·+ 2︸ ︷︷ ︸
n
= n · 2,
pa je n ∈ {1, 2, 3}.
Ako je n = 3, tada za svaki i ∈ {1, 2, 3} vrijedi xi + 1xi = 2, a to je ako i samo
ako je xi = 1xi = 1. Dakle, x1 = x2 = x3 = 1.
Za n = 2 imamo sustav







x1 + x2 = 3,
x1 · x2 = 1,




Za n = 1 je x1 = 3 i 1x1 = 3, pa sustav nema rješenja.




= 4, x2 +
1
x3
= 1, x3 +
1
x4
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Iz ovih jednakosti i danog sustava dobivamo
x1 = 2, x2 =
1
2 , x3 = 2, x4 =
1
2 , . . . , x99 = 2, x100 =
1
2 .






























Rješenje. Ako je (x1, x2, . . . , xn) rješenje zadanog sustava, onda je i (−x1,−x2, . . . ,−xn)
rješenje tog sustava. Stoga pretpostavimo x1 > 0. Tada je xi > 0 za svaki


































































Kako je x1 ≥
√
a, imamo

















(a− x12) ≤ 0,
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odakle slijedi x2 ≤ x1; pritom jednakost vrijedi ako i samo ako je x1 =
√
a.
Analogno, x3 ≤ x2, . . . , xn ≤ xn−1, x1 ≤ xn. Zbrajanjem ovih nejednakosti do-
bivamo
x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ x1 + x2 + · · ·+ xn.
Dakle, x1 = x2 = · · · = xn =
√
a, pa je










a, . . . ,−
√
a)}.


















= z + 1
z
≥ 2,
odakle slijedi x2 ≤ 1 tj. x ∈ 〈0, 1]. Analogno dobivamo da je y ∈ 〈0, 1] i z ∈ 〈0, 1].












tj. y2 ≥ x. Analogno, z2 ≥ y i x2 ≥ z. Stoga vrijedi
x8 = (x2)4 ≥ z4 = (z2)2 ≥ y2 ≥ x.
Nejednadžba x8 ≥ x na intervalu 〈0, 1] ima točno jedno rješenje x = 1, pa je onda i
y = z = 1. Dakle, (x, y, z) = (1, 1, 1) je jedina trojka realnih brojeva koja je rješenje
zadanog sustava jednadžbi.





x+ y + z = 13 .
















x+ y + z
3 ,
x+ y + z ≥ 13 .
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Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z = 19 .
Zadatak 15. U skupu pozitivnih realnih brojeva riješite sustav jednadžbi





+ · · ·+ 1
xn
= 1.




+ 1x2 + · · ·+
1
xn









odakle slijedi n2 ≤ 9, tj. n ∈ {1, 2, 3}.
Za n = 3 je x1 = x2 = x3, a kako je x1 + x2 + x3 = 9, to je x1 = x2 = x3 = 3.
Za n = 2 iz x1 + x2 = 9 i 1x1 +
1
x2




Za n = 1 je x1 = 9 i 1x1 = 1, pa sustav nema rješenja.








(x− 1)(y − 1)(z − 1) = 8.
Rješenje. Iz prve jednadžbe sustava slijedi xy+yz+zx = xyz, a iz druge jednadžbe
imamo
xyz − xy − yz − zx+ x+ y + z − 1 = 8,
odnosno
xyz − xyz + x+ y + z = 9,
pa je
x+ y + z = 9.
Prema AH-nejednakosti je










pri čemu jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z = 3. Dakle, jedino rješenje
zadanog sustava je x = y = z = 3.
Zadatak 17. Odredite pozitivne realne brojeve x, y, z takve da vrijedi



























S druge strane, AG-nejednakost povlači
xyz ≤
(




















Ove nejednakosti postaju jednakosti ako i samo ako je x = y = z = 2. Prema tome,
jedino rješenje zadanog sustava je x = y = z = 2.
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